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凸 ｇ－期望的若干性质
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摘　要：在倒向随机微分方程生成元满足基本假设的前提下，证明了一个关于凸ｇ－期望和凹ｇ－期望的Ｓａｎｄ
ｗｉｃｈ定理。进一步地，得到了一类凸ｇ－期望全体的极小元的存在性，并给出了其极小元性质的等价刻画。
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　　考虑如下形式的一维倒向随机微分方程 （简

记为ＢＳＤＥ）：

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］　　（１）

由ＰａｒｄｏｕｘＰｅｎｇ［１］知只要函数 ｇ关于变量 ｙ和 ｚ是
Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，ξ和 ｇ（·，０，０）是平方可积的，则 ＢＳ
ＤＥ（１）有唯一一对平方可积的适应解。ｇ被称之
为ＢＳＤＥ（１）的生成元，ξ被称之为ＢＳＤＥ（１）的
终端条件。我们将 ＢＳＤＥ（１）的唯一一对平方可
积的适应解记为 （Ｙｔ（ｇ，Ｔ，ξ），Ｚｔ（ｇ，Ｔ，ξ））ｔ∈［０，Ｔ］。
如果ｇ还满足 ｇ（ｔ，ｙ，０）≡ ０，我们用 εｇ［ξ］表示
Ｙ０（ｇ，Ｔ，ξ）；用εｇ［ξ｜ ｔ］表示Ｙｔ（ｇ，Ｔ，ξ），并称之
为ξ关于 ｔ的条件ｇ－期望［２］。

ｇ－期望的概念可以看成是著名的Ｇｉｒｓａｎｏｖ变

换的非线性推广。自从 ｇ－期望的概念提出以来，
研究者已经得到了关于ｇ－期望的很多性质及其应
用。如ＣｈｅｎＥｐｓｔｅｉｎ［３］利用ｇ－期望研究了递归效
用；ＲｏｓａｚｚａＧｉａｎｉｎ［４］首次研究了ｇ－期望与风险度
量之间的关系；Ｊｉａｎｇ［５］则建立了凸ｇ－期望 （ｇ－
期望诱导的凸风险度量）与生成元ｇ之间的一一对
应关系。在ＣｏｑｕｅｔＨｕＭéｍｉｎＰｅｎｇ［６］关于非线性期
望的公理化假设框架下，Ｊｉａ［７］研究了次线性期望
的极小元的性质并获得了相应的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理。

众所周知，ｇ－期望是一类典型的信息流相容
的非线性期望，且是由ＢＳＤＥ诱导出来的而非公理
化假设产生的。因此，一个自然的问题是：在 ｇ－
期望的框架下，关于凸ｇ－期望的极小元的性质刻
画及相应的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理是否类似成立？
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受Ｊｉａｎｇ［５］及Ｊｉａ［７］工作启发，本文研究了关于
凸ｇ－期望和凹ｇ－期望的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理及凸ｇ－
期望极小元的性质刻画，主要结果如下：设 εｇ１为
凸ｇ－期望，εｇ２为凹ｇ－期望，且εｇ１≥εｇ２，则存
在（Ω， Ｔ）上的一个概率测度 Ｑ０，使得线性期望
ＥＱ０满足εｇ１≥ＥＱ０≥εｇ２。进一步地，令Ｓ＝｛εｇ：εｇ
是凸ｇ－期望且εｇ１≥εｇ≥εｇ２｝，则Ｓ至少存在一个
极小元，且εｇ为 Ｓ的一个极小元的充分必要条件
是εｇ为线性ｇ－期望且满足εｇ１≥εｇ≥εｇ２。

１　预备知识
设Ｔ是一个给定的正实数，（Ｂｔ）ｔ≥０是概率空间

（Ω， ，Ｐ）上的ｄ－维标准布朗运动，（ ｔ）ｔ≥０是由

该布朗运动生成的完备的 σ域流。对每一个正整
数ｎ，记｜·｜为Ｒｎ中Ｅｕｃｌｉｄ范数；记Ｌ２（Ω， ｔ，Ｐ）
为 ｔ－可测且平方可积的随机变量全体。

对于 ＢＳＤＥ（１），其生成元 ｇ是一个定义在
［０，Ｔ］×Ω×Ｒ×Ｒｄ上的实值函数，对任意给定的
（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｄ，（ｇ（ｔ，ｙ，ｚ））０≤ｔ≤Ｔ是一个 ｔ－循
序可测的过程且满足如下基本假设条件 （Ａ１）和
（Ａ２）：

（Ａ１）（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）存在常数Ｋ≥０使得ｄＰ
×ｄｔ－ａ．ｓ．，对任意的（ｙ１，ｚ１），（ｙ２，ｚ２）∈Ｒ×Ｒ

ｄ，

有

｜ｇ（ｔ，ｙ１，ｚ１）－ｇ（ｔ，ｙ２，ｚ２）｜≤
Ｋ（｜ｙ１－ｙ２｜＋｜ｚ１－ｚ２｜）

　　（Ａ２）Ｅ∫
Ｔ

０
｜ｇ（ｔ，０，０）｜２ｄｔ＜＋∞。

（Ａ３）ｄＰ×ｄｔ－ａｓ．，对任意的ｙ∈Ｒ有ｇ（ｔ，
ｙ，０）≡０。

为方便读者起见，我们回顾Ｐｅｎｇ［２］关于ｇ－期
望和条件 ｇ－期望的定义并引入 Ｊｉａ［７］中非线性期
望的定义，如下：

定义 １　设生成元 ｇ满足条件 （Ａ１）和
（Ａ３），对任意的随机变量ξ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），定义

εｇ［ξ］：＝Ｙ０（ｇ，Ｔ，ξ），
εｇ［ξ｜ ｔ］：＝Ｙｔ（ｇ，Ｔ，ξ），ｔ∈［０，Ｔ］

则称εｇ［ξ］为ξ的ｇ－期望，εｇ［ξ｜ ｔ］为 ξ关于
ｔ的条件ｇ－期望。
定义２　称非线性泛函ε［·］：Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ）→

Ｒ为非线性期望，若其满足如下假设条件：
（ｉ）保常数性：ε［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ。
（ｉｉ）单调性：ε［Ｘ］≥ε［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．ｓ．。

　　（ｉｉｉ）严格单调性：ε［Ｘ］＞ε［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ
－ａ．ｓ．，且Ｐ（Ｘ＞Ｙ）＞０。

定义３　称非线性期望ε为凸期望 （凹期望），

若其满足

凸性 （凹 性）：ε［αＸ ＋ （１ － α）Ｙ］ ≤
（≥）αε［Ｘ］＋（１－α）ε［Ｙ］，α∈［０，１］。

定义４　称非线性期望ε为次线性期望 （超线

性期望），若ε是凸期望 （凹期望）且满足

正齐次性：ε［λＸ］＝λε［Ｘ］，λ≥０。
定义５　称非线性期望ε为线性期望，若 ε既

是次线性期望又是超线性期望。

定义 ６设（Ｓ，≤）为一偏序集，称 Ｆ０为 Ｓ的
一个极小元，若其满足

（ｉ）Ｆ０∈Ｓ；
（ｉｉ）对任意的Ｆ∈Ｓ，如果Ｆ≤Ｆ０，则Ｆ＝Ｆ０。

　　下面引入本文的一些重要引理，其中引理１来
自文 ［７］推论３２；引理２和引理３则分别源自
文 ［５］定理３２及引理２１。

引理１　设 ε１为次线性期望，ε２为超线性期
望。若ε１≥ε２，则存在线性期望ε使得ε１≥ε≥
ε２。

引理 ２　设生成元 ｇ满足条件 （Ａ１）和
（Ａ３），则以下陈述等价：

（ｉ）εｇ［·］是凸期望；
（ｉｉ）ｇ独立于ｙ且关于ｚ是凸的。
引理 ３　设生成元 ｇ满足条件 （Ａ１）和

（Ａ３），且ｇ独立于ｙ，则对任意的ｐ∈［１，２），ｚ∈
Ｒｄ，有
ｇ（ｔ，ｚ）＝Ｌｐ－ｌｉｍ

ε→０＋
εｇ［ｚ·（Ｂｔ＋ε－Ｂｔ）｜ ｔ］，

ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ）

２　主要结果
定理１　设εｇ１为凸 ｇ－期望，εｇ２为凹 ｇ－期

望。若εｇ１≥εｇ２，则存在（Ω， Ｔ）上的一个概率测

度Ｑ０，使得对线性期望ＥＱ０有εｇ１≥ＥＱ０≥εｇ２，其中
ｄＱ０
ｄＰ｜ ｔ

＝ｅｘｐ∫
ｔ

０
ｖＱ０ｓｄＢｓ－

１
２∫

ｔ

０
｜ｖＱ０ｓ ｜

２ｄ( )ｓ，
ｔ∈［０，Ｔ］

（ｖＱ０ｔ）ｔ∈［０，Ｔ］是Ｒ
ｄ－值循序可测的过程且ｄＰ×ｄｔ－

ａｓ．，｜ｖＱ０ｔ ｜≤Ｋ，这里Ｋ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。
证明　首先，证明对任意的凸期望ε，定义

ε［Ｘ］：＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε［Ｘλ

］，Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ）

（２）
则ε是次线性期望且ε≤ε。事实上，令λ１≥λ２
＞０，ｋ：＝λ１／λ２≥１，对每一个Ｘ∈Ｌ

２（Ω， Ｔ，Ｐ），

２１



　第 ５期 纪荣林等：凸ｇ－期望的若干性质

由ε的凸性知

λ１ε［
Ｘ
λ１
］＝ｋλ２ε［

Ｘ
ｋλ２
］≤ｋλ２

１
ｋε［

Ｘ
λ２
］＝λ２ε［

Ｘ
λ２
］

故对每一个Ｘ∈ Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），λε［
Ｘ
λ
］是关于 λ

在（０，＋∞）递减的。令λ＝１，可得
ε ≤ε

类似地，对每一个Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），－λε［
｜Ｘ｜
λ
］

是关于λ在（０，＋∞）递增的。令λ＝１，有

ｌｉｍ
λ→＋∞

－λε［｜Ｘ｜λ
］≥－ε［｜Ｘ｜］＞－∞

对任意的Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），由ε的保常数性、凸
性及单调性，可得

ε［Ｘ］＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε［Ｘλ

］≥ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε［－｜Ｘ｜λ

］≥

ｌｉｍ
λ→＋∞

－λε［｜Ｘ｜λ
］＞－∞

从而对任意的 Ｘ∈ Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），ε［Ｘ］是实值
的。

由ε 的定义，立即可得
ε［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ （３）

ε［Ｘ］≥ε［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．ｓ． （４）
对任意的α∈［０，１］，Ｘ，Ｙ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），由ε的
凸性及ε 的实值性，可知

ε［αＸ＋（１－α）Ｙ］＝ｌｉｍ
λ→＋∞
λε［αＸλ

＋（１－α）Ｙλ
］≤

ｌｉｍ
λ→＋∞
λαε［Ｘλ

］＋（１－α）ε［Ｙλ( )］ ＝
ｌｉｍ
λ→＋∞
αλε［Ｘλ

］＋ｌｉｍ
λ→＋∞
（１－α）λε［Ｙλ

］＝

αε［Ｘ］＋（１－α）ε［Ｙ］ （５）
接下来，有

ε［βＸ］＝βε［Ｘ］，β≥０，Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ）
（６）

事实上，β＝０时，由ε 的实值性及 （３）式，可
得ε［βＸ］＝０＝βε［Ｘ］。令β＞０，有

ε［βＸ］＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε［βＸλ

］＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
βλε［Ｘλ

］＝

βｌｉｍ
λ→＋∞
λε［Ｘλ

］＝βε［Ｘ］

对任意的Ｘ，Ｙ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），由 （５）式和 （６）
式，知

ε［Ｘ＋Ｙ］≤ε［Ｘ］＋ε［Ｙ］ （７）
组合 （３）、（４）、（６）及 （７）式，欲证 ε 是次
线性期望，只需验证ε 满足严格单调性条件。事
实上，令Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．ｓ．且Ｐ( )Ｘ＞Ｙ ＞０，由ε的

严格单调性，ε ≤ε及 （７）式，可得
ε［Ｙ］－ε［Ｘ］≤ε［Ｙ－Ｘ］≤

ε［Ｙ－Ｘ］＜ε［０］＝０
故ε 是次线性期望。

其次，证明对任意的凸期望 ε１及凹期望 ε２，
若 ε１≥ε２，则存在线性期望ε使得ε１≥ε≥ε２。事
实上，定义

ε１［Ｘ］：＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε１［

Ｘ
λ
］，Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），

ε２［Ｘ］：＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε２［

Ｘ
λ
］，Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ）

则ε１ 是次线性期望且ε１ ≥ε２。类似于ε１ 的证明
步骤，可得ε２ 是超线性期望，且

ε１≥ε１ ≥ε２ ≥ε２
应用引理１，即知存在线性期望 ε使得 ε１≥ ε≥
ε２。

最后，证明存在满足题设条件的概率测度 Ｑ０，
使得εｇ１≥ＥＱ０≥εｇ２。由Ｐｅｎｇ

［２］知ｇ－期望是一类
典型的非线性期望，结合上一步的结论，我们知道

存在一个线性期望ε０，使得
εｇ１≥ε０≥εｇ２

由ｇ－期望的连续性及ＤａｎｉｅｌｌＳｔｏｎｅ定理知，存在
（Ω， Ｔ）上的唯一的概率测度，记为Ｑ０，且有

ε０［Ｘ］＝ＥＱ０［Ｘ］，Ｘ∈Ｌ
２（Ω， Ｔ，Ｐ）

应用引理２知，ｇ１是独立于ｙ的，结合Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条
件，ｇ１（ｔ，０）≡０及比较定理，得

ＥＱ０≤εｇ１≤εｇＫ，
其中，ｇＫ：＝Ｋ｜ｚ｜，ｚ∈Ｒ

ｄ，Ｋ为Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。对
任意的Ｘ，Ｙ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），由ＥＱ０的线性性可得
ＥＱ０［Ｘ＋Ｙ］－ＥＱ０［Ｙ］＝ＥＱ０［Ｘ］≤εｇＫ［Ｘ］

由文 ［６］定理７．１知，存在定义在Ω×［０，Ｔ］×
Ｒｄ上的唯一的生成元，记为ｇＱ０，且生成元ｇＱ０满足
以下三个假设条件：

（Ｂ１）（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）ｄＰ×ｄｔ－ａ．ｓ．，对任意
的ｚ１，ｚ２∈Ｒ

ｄ，有｜ｇＱ０（ｔ，ｚ１）－ｇＱ０（ｔ，ｚ２）｜≤Ｋ｜ｚ１
－ｚ２｜。
（Ｂ２）ｄＰ×ｄｔ－ａ．ｓ．，ｇＱ０（ｔ，０）≡０。
（Ｂ３）εｇＱ０［Ｘ］＝ＥＱ０［Ｘ］，Ｘ∈ Ｌ

２（Ω， Ｔ，

Ｐ）。
由 （Ｂ３）及条件期望的唯一性，可得
εｇＱ０［Ｘ｜ ｔ］＝ＥＱ０［Ｘ｜ ｔ］，ｔ∈［０，Ｔ］

由引理３可知，ｇＱ０关于 ｚ是线性的，即存在一个
Ｒｄ －值循序可测的过程，记为（ｖＱ０ｔ）ｔ∈［０，Ｔ］，使得

ｇＱ０（ｔ，ｚ）＝ｖ
Ｑ０
ｔ·ｚ，ｚ∈Ｒ

ｄ，ｔ∈［０，Ｔ］

３１
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由 （Ｂ１）知，｜ｖＱ０ｔ ｜≤Ｋ，ｔ∈［０，Ｔ］。由Ｇｉｒｓａｎｏｖ定
理知，存在概率测度Ｑｖ使得
ｄＱｖ
ｄＰ｜ ｔ

＝ｅｘｐ∫
ｔ

０
ｖＱ０ｓｄＢｓ－

１
２∫

ｔ

０
｜ｖＱ０ｓ ｜

２ｄ( )ｓ，
ｔ∈［０，Ｔ］

且Ｂｖｔ：＝Ｂｔ－∫
ｔ

０
ｖＱ０ｓｄｓ，ｔ∈ ［０，Ｔ］，是 Ｑｖ－布朗运

动。由Ｇｉｒｓａｎｏｖ变换得
ＥＱ０［Ｘ］＝εｇＱ０［Ｘ］＝ＥＱｖ［Ｘ］，

Ｘ∈Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ）
特别地，对任意的Ａ∈ Ｔ，有

Ｑ０（Ａ）＝ＥＱ０［１Ａ］＝ＥＱｖ［１Ａ］＝Ｑｖ（Ａ）
从而，Ｑ０ ＝Ｑｖ。证毕。

定理２　设εｇ１为凸ｇ－期望，εｇ２为凹ｇ－期望
且εｇ１≥εｇ２。令

Ｓ＝｛εｇ：εｇ是凸ｇ－期望且εｇ１≥εｇ≥εｇ２｝
则Ｓ至少存在一个极小元，且以下陈述等价：
（ｉ）εｇ０是Ｓ的一个极小元。
（ｉｉ）εｇ０是线性ｇ－期望且εｇ１≥εｇ０≥εｇ２。
证明　由定理１知，存在一个线性 ｇ－期望

εｇ３使得εｇ１≥εｇ３≥εｇ２。显然，εｇ３∈Ｓ。对于Ｓ中任
意的线性ｇ－期望εｇ，则εｇ必为Ｓ的极小元。事实
上，若存在Ｓ中的凸 ｇ－期望 εｇ４，使得 εｇ４≤ εｇ，
则对任意的Ｘ∈ Ｌ２（Ω， Ｔ，Ｐ），由 εｇ４的凸性和保
常数性及εｇ的线性性，知

εｇ４［Ｘ］≤εｇ［Ｘ］＝－εｇ［－Ｘ］≤－εｇ４［－Ｘ］，
０＝２εｇ４［Ｘ－Ｘ］≤εｇ４［Ｘ］＋εｇ４［－Ｘ］

故εｇ４［Ｘ］＝εｇ［Ｘ］，Ｘ∈Ｌ
２（Ω， Ｔ，Ｐ），从而知

Ｓ至少存在一个极小元且 （ｉｉ） （ｉ）成立。
下证 （ｉ） （ｉｉ）成立。设εｇ０为Ｓ的一个极

小元，显然εｇ０是凸ｇ－期望且εｇ１≥εｇ０≥εｇ２。应
用定理１可知，存在一个线性ｇ－期望εｇ，使得εｇ１
≥εｇ０≥εｇ≥εｇ２，故εｇ∈Ｓ。又εｇ０为Ｓ的极小元且
εｇ０≥εｇ，则由极小元的定义得εｇ０ ＝εｇ。证毕。

对任意的凸ｇ－期望εｇ而言，由引理２知ｇ是
独立于ｙ的，结合Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，ｇ（ｔ，０）≡０及比
较定理知，εｇ－Ｋ≤εｇ≤εｇＫ，其中ｇ－Ｋ：＝－Ｋｚ，ｚ

∈Ｒｄ，Ｋ为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ常数。由 Ｃｈｅｎ［８］知，εｇＫ为次
线性ｇ－期望，εｇ－Ｋ为超线性 ｇ－期望。由此，立
即可得关于定理２的下述推论。

推论１　设εｇ１为凸ｇ－期望，令
Ｓ＝｛εｇ：εｇ是凸ｇ－期望且εｇ１≥εｇ｝

则Ｓ至少存在一个极小元，且 εｇ０是 Ｓ的一个极小
元当且仅当εｇ０是线性ｇ－期望且εｇ０≤εｇ１。

推论２　设εｇ２为凹ｇ－期望，令
Ｓ＝｛εｇ：εｇ是凸ｇ－期望且εｇ≥εｇ２｝

则Ｓ至少存在一个极小元，且 εｇ０是 Ｓ的一个极小
元当且仅当εｇ０是线性ｇ－期望且εｇ０≥εｇ２。

推论３　设Ｓ为所有凸 ｇ－期望的全体，则 Ｓ
至少存在一个极小元，且εｇ０是 Ｓ的一个极小元当
且仅当εｇ０是线性ｇ－期望。

参考文献：

［１］　ＰＡＲＤＯＵＸＥ，ＰＥＮＧＳＧ．Ａｄａｐｔｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｂａｃｋ
ｗａｒｄｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＳｙｓｔｅｍｓＣｏｎｔｒｏｌ
Ｌｅｔｔｅｒｓ，１９９０，１４：５５－６１．

［２］　ＰＥＮＧＳＧ．ＢＳＤＥａｎｄｒｅｌａｔｅｄｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ［Ｊ］∥ Ｂａｃｋ
ｗａｒｄｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＫＡＲＯＵＩＮＥ，
ＭＡＺＬＩＡＫＬ，ｅｄｓ．ＰｉｔｍａｎＲｅｓＮｏｔｅｓＭａｔｈＳｅｒ，１９９７，
３６４：１４１－１５９．

［３］　ＣＨＥＮＺＪ，ＥＰＳＴＥＩＮＬ．Ａｍｂｉｇｕｉｔｙ，ｒｉｓｋａｎｄａｓｓｅｔｒｅ
ｔｕｒｎｓｉｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅ［Ｊ］．Ｅｃｏｎｏｍｅｔｒｉｃａ，２００２，７０：
１４０３－１４４４．

［４］　ＲＯＳＡＺＺＡＧＩＡＮＩＮＥ．Ｒｉｓｋｍｅａｓｕｒｅｓｖｉａｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．Ｉｎｓｕｒａｎｃｅ：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＥｃｏｎｏｍｉｃｓ，２００６，
３９：１９－３４．

［５］　ＪＩＡＮＧＬ．Ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ，ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｉｎｖａｒｉａｎｃｅａｎｄｓｕｂａｄｄｉｔ
ｉｖｉｔｙｆｏｒｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓａｎｄｒｅｌａｔｅｄｒｉｓｋｍｅａｓｕｒｅｓ［Ｊ］．
ＡｎｎａｌｓｏｆＡｐｐｌｉｅｄＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，２００８，１８：２４５－２５８．

［６］　ＣＯＱＵＥＴＦ，ＨＵＹ，Ｍ?ＭＩＮＪ，ｅｔａｌ．Ｆｉｌｔｒａｔｉｏｎｃｏｎｓｉｓｔ
ｅｎｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓａｎｄｒｅｌａｔｅｄｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＴｈｅｏｒｙａｎｄＲｅｌａｔｅｄＦｉｅｌｄｓ，２００２，１２３（１）：
１－２７．

［７］　ＪＩＡＧＹ．Ｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｓｕｂｌｉｎｅａｒｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｉｒ
ｒｅｌａｔｅｄｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＡ：Ｍａｔｈ
ｅｍａｔｉｃｓ，２００９，３９：７９－８７．

［８］　ＣＨＥＮＺＪ，ＫＵＬＰＥＲＧＥＲＲ．Ｍｉｎｉｍａｘｐｒｉｃｉｎｇａｎｄｃｈｏ
ｑｕｅｔｐｒｉｃｉｎｇ［Ｊ］．Ｉｎｓｕｒａｎｃｅ：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＥｃｏｎｏｍ
ｉｃｓ，２００６，３８（３）：５１８－５２８．

［９］　ＣＨＥＮＺＪ，ＣＨＥＮＴ，ＤＡＶＩＳＯＮＭ．Ｃｈｏｑｕｅｔｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ
ａｎｄＰｅｎｇｓｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，
２００５，３３（３）：１１７９－１１９９．

［１０］　ＨＥＫ，ＨＵＭＳ，ＣＨＥＮＺＪ．Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ
ｒｉｓｋｍｅａｓｕｒｅｓａｎｄｃｈｏｑｕｅｔｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋ
ｏｆｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＳｔａｔｉｓｔｉｃｓａｎｄＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＬｅｔｔｅｒｓ，
２００９，７９：５０８－５１２．

４１


